
高等数学(微积分)基础班 

                                                2020年11月 

2022年研究生入学考试 



第二章 导数与微分 



掌握要点 

一、熟记求导公式和求导法则(基本功) 
二、导数的定义（小题出现，常考） 
三、分段函数的导数（重点，与其他知识点结合） 
四、变限积分求导（几乎每年涉及） 
五、高阶导数（难点） 



1、理解导数和(了解)微分的概念，理解(了解)导数与微分的关系， 

      理解 (了解)导数的几何意义，会求平面曲线的切线方程和法线  

      方程，了解导数的物理意义（经济意义，含边际和弹性），会 

      用导数描述一些物理量，理解函数的可导性与连续性之间的关 

      系。 

2、掌握导数的四则运算法则和复合函数的求导法则，掌握基本初 

      等函数的导数公式，了解微分的四则运算法则和一阶微分形式 

      的不变性，会求函数的微分。 

3、了解高阶导数的概念，会求简单函数的高阶导数。 

4、会求分段函数的导数。会求隐函数和由参数方程（数一、二） 

      所确定的函数以及反函数的导数。 

考试要求 



考试内容概要 
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定义:设函数 在点 的某个邻域内有定义，

当自变量 在 处取得改变量 时，相应地

函数 的改变量

　　　　

如果 与 之比当 时的极限存在，则称函数

在点 处可导 并称这个极限为函数

在点 处的导数 记为

一、导数与微分的概念 

1、导数 
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右导数: 

(2)单侧导数 
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记作的导函数这个函数叫做原来函数数值

的一个确定的导都对应着对于任一
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内可导在开区间就称函数可导
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因它反映了处的变化率是因变量在点 xxf ★ 
关于导数的说明： 
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( ) , . .f x x x函数 在点 处可导 则它在点 处一定连续反之不成立

(3) 可导与连续的关系 

注：左导数存在左连续，右导数存在右连续 

       左导数存在+右导数存在连续 



例1 .0)( 处的连续性与可导性在讨论函数  xxxf
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例 3(1994-3)、设
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则 ( )f x 为在 x=1 处的 

（A）左、右导数都存在.   （B）左导数存在但右导数不存在.  

（C）左导数不存在但右导数存在.  （D）左、右导数都不存在. 

【解 1】
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答案：B 左导数存在但右导数不存在.  
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例 3(1994-3)、设
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则 ( )f x 为在 x=1 处的 

（A）左、右导数都存在.   （B）左导数存在但右导数不存在.  

（C）左导数不存在但右导数存在.  （D）左、右导数都不存在. 

【解 2】
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答案：B 
左导数存在但右导数不存在.  
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   ，而得到 (1) 2.f  

 



例 4(1990-45)设函数 f (x)对任意 x 均满足等式 f (1+x)= a f (x), 且有 f ′ (0)=b, 其中 a, b

为非零常数，则 

(A) f (x)在 x=1 处不可导．          (B) f (x)在 x=1 处可导，且 f ′ (1)=a. 

(C) f (x)在 x=1 处可导，且 f ′ (1)=b.  (D) f (x)在 x=1 处可导，且 f ′ (1)= ab．【  】 

【详解】由导数定义知 
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所以应选(D). 



2、微分 
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定义:设函数 在某区间内有定义 及

在这区间内 如果

　　　

成立 其中 是与 无关的常数 则称函数

在点 可微 并且称 为函数 在点 相

应于自变量增量 的微分 记作

　　　　 或 即

.的线性主部叫做函数增量微分 ydy 
(微分的实质) 



(2)可微的条件 
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例 5(1988-123)若函数 y=f (x)有
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f x  ，则该函数在
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x x 处

的微分 dy 是 

(A) 与 x 等价的无穷小．        (B) 与 x 同阶的无穷小. 

(C) 比 x 低阶的无穷小.          (D) 比 x 高阶的无穷小. 
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(1)导数的几何意义 
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3、导数与微分的几何意义 

注：1)函数可导曲线有切线，反之不然； 

        2)曲线有水平切线时 



(2)微分的几何意义 
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(3)微分形式的不变性 
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微分形式的不变性 
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例 7（2004-1）曲线 y=lnx 上与直线 1x y  垂直的切线方程为          . 

【详解】 本题也可先设切点为
0 0

( , ln )x x ，函数 y=lnx 在此切点的导数为 
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由此可知所求切线方程为 0 1 ( 1)y x    ， 即 1y x  . 



4、几个概念之间的关系 
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例 8（2020-1）设函数 ( )f x 在区间 ( 1,1) 内有定义，且
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例 8（2020-1）设函数 ( )f x 在区间 ( 1,1) 内有定义，且
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二、导数公式和求导法则 
1、基本初等函数的导数公式 



(1)函数的和、差、积、商的求导法则 

2、求导法则 
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(2)、复合函数的求导法则 
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即   因变量对自变量求导,等于因变量对中间变
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,于是

.复合函数的求导公式可以推广到有限次复合的情形
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例 9（1995-2）设
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特别：若 )(xf 为偶函数且 )0(f  存在，则 0)0( f  

例 10、设函数 ( )f x 可导，试证 

(1) 若 ( )f x 为奇函数，则 ( )f x 为偶函数； 

(2) 若 ( )f x 为偶函数，则 ( )f x 为奇函数； 

(3) 若 ( )f x 为周期函数，则 ( )f x 也为周期函数. 

设 )(xf 以T 为周期且 )( 0xf  存在，则 )()( 00 xfTxf   
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例 11(2017-1)已知函数
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分析：实际上 (3)
( )f x 为奇函数，所以 (3)
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( , ) 0 ( ) .F x y y y x 由方程 所确定的函数 称为隐函数

.)( 形式称为显函数xfy 

0),( yxF )(xfy  隐函数的显化 

问题:  隐函数不易显化或不能显化如何求导? 

隐函数求导法则: 

用复合函数求导法则直接对方程两边求导解出𝒚′. 

(3)、隐函数的导数 



例 12(1993-3)函数 ( )y y x 是由方程
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  求由方程 所确定的隐函数 的导数
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(4)、反函数的导数 
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即   反函数的导数等于直接函数导数的倒数. 
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例14 .arcsin 的导数求函数 xy 
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)(sin

1
)(arcsin




y
x

ycos

1


y
2

sin1

1


 .

1

1
2

x


.
1

1
)(arccos

2
x

x




即 
)(arcsin x .

1

1
2

x


同理可得 



(5)、参数方程确定函数的导数(数学一、二要求) 

由参数方程








)(

)(

ty

tx




确定 y 是 x 的函数，其中 

)(),( tytx   都有二阶导数且 0)(  t ，则 

( )

( )

dy t

dx t









 

32

2

)]([

)()()()(

t

tttt

xd

yd








  



例 15(2020-1)设

2

2

1

ln( 1)

x t

y t t

  


  

，则
2

2

1t

d y

dx


          . 

2

2

2

1
1

11

1

t

tdy

dy t tdt
dx tdx t

dt t




   



 

解： 

2 2 2

2 2 3

1

1 1 1
d

d y dt t tt

dx dt dx t t t

 
      

2

2

1

2

t

d y

dx


 



(6)、对数求导法 

方法: 

先在方程两边(或函数)取对数,  然后利用隐函数
的求导方法求出导数. 

适用范围: 

.)(
)( 的情形指函数多个函数的乘、除和幂 xv

xu



例 16(2005-2)设 (1 sin )
x

y x  ，则
x

dy


  =                . 

【详解】  两边取对数， ln ln(1 sin )y x x  ，两边对 x 求导，得 

         
1 cos

ln(1 sin )
1 sin

x x
y x

y x
   


， 

于是 
cos

(1 sin ) [ln(1 sin ) ]
1 sin

x x
y x x x

x
      


，故

x
dy


= ( ) .y dx dx     

【另解】 (1 sin )
x

y x  =
ln(1 sin )x x

e


，于是 

       
ln(1 sin ) cos

[ln(1 sin ) ]
1 sin

x x x
y e x x

x

     


， 

 从而     
x

dy


= ( ) .y dx dx     



例17 

解 等式两边取对数得 

)]4ln()3ln()2ln()1[ln(
2

1
ln  xxxxy

求导得上式两边对x

)2(
2

1
)1(

1

1
[

2

11






 x

x
x

x
y

y

.,
)4)(3(

)2)(1(
y

xx

xx
y 




 求设

]
4

1

3

1

2

1

1

1
[

2 











xxxx

y
y

)
4

1

3

1

2

1

1

1
(

)4)(3(

)2)(1(

2

1


















xxxxxx

xx

])4(
4

1
)3(

3

1






 x

x
x

x



(7)、微分的求法 
dxxfdy )(

求法: 计算函数的导数,乘以自变量的微分. 
1)基本初等函数的微分公式 

0)( cd dxxμxd
μμ 1

)(


xdxxd cos)(sin 

xdxxd
2

sec)(tan 

xdxxd sin)(cos 

xdxxxd tansec)(sec 

xdxxd
2

csc)(cot 

xdxxxd cotcsc)(csc 



2 2

2 2

( ) ln ( )

1 1
(log ) (ln )

ln

1 1
(arcsin ) (arccos )

1 1

1 1
(arctan ) (arccot )

1 1

x x x x

a

d a a adx d e e dx

d x dx d x dx
x a x

d x dx d x dx
x x

d x dx d x dx
x x

 

 

  
 

  
 

2) 函数和、差、积、商的微分法则 

2
)()(

)()(

v

udvvdu

v

u
dudvvduuvd

CduCuddvduvud








三、高阶导数 

即处可导在点的导数如果函数 ,)()( xxfxf 

1、高阶导数的概念 

.
)(

,),(
2

2

2

2

dx

xfd

dx

yd
yxf 或记作 

x

xfxxf
xf

x 





)()(
lim))((

0






.)())((, 处的二阶导数在点为函数则称存在 xxfxf 



记作阶导数的函数

阶导数的导数称为的函数一般地

,)(

1)(,

nxf

nxf 

.
)(

,),(
)()(

n

n

n

n

nn

dx

xfd

dx

yd
yxf 或

三阶导数的导数称为四阶导数,  

二阶和二阶以上的导数统称为高阶导数. 

.)(;)(, 称为一阶导数称为零阶导数相应地 xfxf 

.,),(
3

3

dx

yd
yxf 二阶导数的导数称为三阶导数, 

.,),(
4

4

)4()4(

dx

yd
yxf

：处的导函数值分别记为的各阶导数在 0)( xxxf 

),(,),(),( 0

)(

00 xfxfxf
n .|,,|,|

000

)(

xx

n

xxxx yyy 
 或

注：函数f(x)在x处n阶可导，则在x的某邻域内f(x)具有一切低于n阶的导数 



2.常用的高阶导数公式 

(1) !)(
)(

nx
nn   

(2) aaaeae
nxnxbaxnnbax

ln)(,)(
)()(  

 

(3) )
2

sin()][sin(
)( n

baxabax
nn    

   )
2

cos()][cos(
)( n

baxabax
nn   

(4)  
1

)(

)(

!
)1(

1











 n

n
n

n

bax

an

bax
 

(5)  
n

n
nn

bax

an
bax

)(

)!1(
)1()][ln(

1)(




 

 

设函数 )(),( xvxu 在 x 处有n阶导数，则 

)()()(
)()()(

nnn
vuvu  ， 

)()(

0

)(
)()()(

knk
n

k

k

n

n
vuCuv





  



例18 .,sin
)(n

yxy 求设 

解 xy cos )
2

sin( x


xy sin )
2

2sin( x


xy cos )
2

3sin( x



)

2
sin(

)( 
 nxy

n

)
2

sin()(sin
)( π

nxx
n 即 

xy sin
)4( 

xy cos
)5( 

)
2

4sin( x


sin(5 )
2

x


  

同理可得 )
2

cos()(cos
)( 

 nxx
n

( )
(sin 3 ) 3 sin(3 )

2

n n
x x n


  



例 19、设
2
cosy x x ，求

( )n
y  

解、用莱布尼兹公式 
( ) 2 ( ) ( )

0

( ) (cos )
n

n k k n k

n

k

y C x x




  

         
0 2 ( ) 1 ( 1) 2 ( 2)

(cos ) 2 (cos ) 2(cos )
n n n

n n n
C x x C x x C x

     

2 1 2
cos( ) 2 cos( ) ( 1)cos( )

2 2 2

n n n
x x nx x n n x  

 
      



常考题型与典型例题 

3、高阶导数. 

1、导数的定义. 

2、各种形式的求导. 

4、导数的应用. 



一、导数的定义-命题形式 

3、已知极限求
0

( )f x . 

1、分段函数在分界点处的导数. 

2、已知
0

( )f x 存在，求极限. 

4、抽象函数 ( )f x 可导性未知，求
0

( )f x 或 ( )f x . 



例 20、设 f (x)在 x=1 处可导，且 (1) 1f   ，求
2021

1

( ) (1)
lim

1x

f x f

x




 

【分析】
2021 2020 20191 1

( ) (1) ( ) (1)
lim lim

1 ( 1)( 1)x x

f x f f x f

x x x x x 

 


       

(1) 1

2021 2021

f 
   



例 21(1994-3)已知
0

( ) 1f x   ，则
0

0 0

lim
( 2 ) ( )x

x

f x x f x x


  
 

【分析】
0 0

0 00 0

1
lim lim

( 2 ) ( )( 2 ) ( )x x

x

f x x f x xf x x f x x

x

 
 

    


 

注： 0 0 0 0 0 0

0 0

( 2 ) ( ) ( 2 ) ( ) [ ( ) ( )]
lim lim
x x

f x x f x x f x x f x f x x f x

x x 

       


 
0 0 0 0

0
0 0

( 2 ) ( ) [ ( ) ( )]
2lim lim ( ) 1

2x x

f x x f x f x x f x
f x

x x 

   
     

 
 

0

1
1

( )f x
  


 



例 22(2011-23) 设函数 ( )f x 在 0x  处可导，且 (0) 0f  ,则
2 3

30

( ) 2 ( )
lim
x

x f x f x

x


= 

(A) )0(2 f  .     (B) )0(f  .    (C) )0(f  .   (D) 0.        

答案：B 

【详解】 

2 3 3

3 30 0 0

( ) 2 ( ) ( ) (0) ( ) (0)
lim lim 2lim
x x x

x f x f x f x f f x f

x x x  

  
  , 

                           (0) 2 (0) (0)f f f      . 



例 23(2006-34)设  f x 在 0x  处连续，且 1
)(

lim
2

2

0


 h

hf

h
，则 

  （A） 0)0( f 且 
 )0(f    （B） 1)0( f 且 

 )0(f  

  （C） 0)0( f 且 
 )0(f   （D） 1)0( f 且 

 )0(f  

分析：1、 0)0(0)(lim1
)(

lim
2

02

2

0



fhf

h

hf

hh
 

答案：C 

   2、 





1
)0()(

lim1
)(

lim
0

2

2

0 x

fxf

h

hf

xh
1)0( 

f  



例 24(2013-1) 设函数 y=f (x)由方程 yx=e
x(1y)确定, 则

1
lim [ ( ) 1]
n

n f
n

 = __.  

【详解】在方程 yx=e
 x (1 y )

 中, 令 x=0, 得 y=1, 等式两端对 x 求导得： 

y1=e
 x (1 y )

 (1 y x y ) ,  

将 x=0, y=1 代入上式, 得 y (0)=1,  

1
lim [ ( ) 1]
n

n f
n

 =

1
( ) (0)

lim
1n

f f
n

n




=f (0)=1. 



例 25(2018-123)下列函数中，在 0x  处不可导的是 

  （A） ( ) sinf x x x    （B） ( ) sinf x x x   

  （C） ( ) cosf x x      （D） ( ) cosf x x  

分析：A、

2

0 0

sin
lim lim 0
h h

x x x

x x 
   

答案：D 

B、

3

2

0 0

sin
lim lim 0
h h

x x x

x x 
   

C、

2

0 0

cos 1 1
lim lim 0

2h h

x x

x x 


    

D、
0 0

cos 1 1
lim lim

2x x

x x

x x 


 

 



例 26(1989-3)设 f(x)在 x a 的某个邻域内有定义，则 f(x)在 x a 处可导

的一个充分条件是 

  （A）
1

lim ( ) ( )
h

h f a f a
h

 
  

 
存在  （B）

1
lim ( ) ( )
n

n f a f a
n

 
  

 
存在 

  （C）
0

( ) ( )
lim

2h

f a h f a h

h

  
存在  （D）

0

( ) ( )
lim
h

f a f a h

h

 
存在 

分析：D、
0 0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim ( )
h t

f a f a h f a t f a
f a

h t 

   
   

答案：D 

A、
0

1 ( ) ( )
lim ( ) ( ) lim ( )
h t

f a t f a
h f a f a f a

h t


  

  
    

 
 

C、
1,

( ) ,
0,

x a
f x

x a


 

 0

( ) ( )
lim 0

2h

f a h f a h

h

  
  

B、

1
( ) ( )

1
lim ( ) ( ) lim

1n n

f a f a
n

n f a f a
n

n

 

 
        

 
 



二、复合函数、隐函数、参数方程求导 

例 27(1993-3)设 2
sin[ ( )]y f x ，其中 f 具有二阶导数，求

2

2
.

d y

dx
 

解： 2 2
2 cos[ ( )] ( )

dy
x f x f x

dx
  

2
2 2 2 2 2 2 2

2
2cos[ ( )] ( ) 2 sin[ ( )][ ( )] 2 2 cos[ ( )] ( ) 2

d y
f x f x x f x f x x x f x f x x

dx
        

2 2 2 2 2 2 2 2
2 ( )cos[ ( )] 4 { ( )cos[ ( )] [ ( )] sin[ ( )]}f x f x x f x f x f x f x      



例 28(2012-2) 设 y = y(x)是由方程 x
2
y

 
+1=e

 y 所确定的隐函数, 则 
2

02
|

x

d y

d x

           .  

解：将 x=0 代入方程 x
2
y

 
+1=e

 y得 y
 
=0.  

在方程 x
2
y

 
+1= e

 y 两边同时对 x 求导得  2xy = e
 y
  y ,  

代入 x=0,  y
 
=0 得 y (0)=0 .  

再在方程 2xy = e
 y
  y  两边对 x 求导得  2 y 

= e
 y
 ( y ) 2 

+ e
 y
  y 

,   

代入 x= 0, y
 
= 0,  y (0)=0 得   y 

(0)=1.    



例 29(2013-1) 设
sin

sin cos

x t

y t t t




 
（ t 为参数），则

2

2

4
t

d y

dx 


= ________ . 

解：可计算 cos , cos
dx dy

t t t
dt dt

  ，则

dy

dy dt t
dxdx

dt

  . 

由
2

2

d y d dy d dy dt

dx dx dt dx dxdx

   
    

   
有 

2

2

4 44

1
2.

cos
t tt

d y dt

dx tdx    

    



三、   高阶导数  

方法：1、数学归纳法 

      2、重要函数的高阶导数公式 

      3、莱布尼兹公式 

      4、幂级数展开（泰勒公式） 

    !)()()( 0

)(

0

0 naxfxxaxf n

n

n

n

n 




 



例 30(2007-23)设函数
1

2 3
y

x



，则

( )
(0)

n
y  ________. 

分析：
( )

1

( 1) 2 !
( )

(2 3)

n n
n

n

n
y x

x






， 

故
( )

1

( 1) 2 !
(0)

3

n n
n

n

n
y




 . 



例 31(2015-2) 函数
2

( ) 2
x

f x x  在 0x  处的n

阶导数
( )

(0)
n

f  ___. 

解、用莱布尼兹公式 

( ) 2 ( ) ( )

0

( ) ( ) (2 )
n

n k k x n k

n

k

f x C x




  

         
0 2 ( ) 1 ( 1) 2 ( 2)

(2 ) 2 (2 ) 2(2 )
x n x n x n

n n n
C x C x C

     

( ) 2 ( 2) 2 2

0 0
(0) 2(2 ) ( 1)2 (ln 2) ( 1)(ln 2) .

n x n x n n

n x x
f C n n n n

  

 
    

注：还可考虑用泰勒展开式 



四、导数的应用  
1、导数的几何意义  

例 32(2011-3)设曲线 tan( )
4

y
x y e


   在点 (0,0) 处

的切线方程为____________ . 

【详解】 方程两边对 x 求导得  

2
sec ( )(1 )

4

y
x y y e y


      

令 0x y    得   (0) 2y   ,  

  则曲线在点 (0,0)处的切线方程为: 2y x  .  



例 33(2013-2)曲线
2

arctan ,

ln 1

x t

y t




 

上对应于 t =1 的点处

的法线方程为 ____________  . 

【详解】 将 t=1 代入
2

arctan ,

ln 1 ,

x t

y t




 

 得
4

x


 ,  y=
1

ln 2
2

,  

2

1
1

2
1 1

1 1
1

1

t
t

t t

dy t

dy dt t t
dxdx

dt t




 

   



 ,  

所求法线方程为 y
1

ln 2
2

= ( x
4


), 即

1
ln2

4 2
x y


   . 



例 34(1997-1)对数螺线 e
  在点 2( , ) ,

2
e



 
 

  
 

处的

切线的直角坐标方程为 ____________  . 

【详解】 对数螺线的参数方程可写为
cos

sin

x e

y e









 



  

2 2

2

(sin cos )
1

(cos sin )

dy

dy ed
dxdx e

d




  




 
 


 




   


 ,  

所求切线的直角坐标方程为 2x y e


  . 

2


  时， 0x  ,  y= 2e



,  



例 35.设 ( )f x 是可导的偶函数，它在 0x  的某邻域内满足 
2 2 2 2

( ) 3 (1 sin ) 2 ( )
x

f e f x x o x    ， 

求曲线 ( )y f x 在点 ( 1, ( 1))f  处的切线方程 

分析：1、由 0
2)sin1(3)(

lim
2

22

0

2




 x

xxfef
x

x
，得 

0)1(0)1(3)1(  fff  

2、 0)2
sin

sin

)sin1(31

1

)(
(lim

2

2

2

2

20

2

2

2








 x

x

x

xf

x

e

e

ef
x

x

x

x
 

有 1)1(02)1(3)1(  fff  

3. 1)1()1(,0)1()1(  ffff ,切线方程为 1 xy  



2、相关变化率 

设 ( ), ( )x x t y y t    都是可导函数，而变量 x 与 y 之间

存在某种关系，因此变化率
dx

dt
与

dy

dt
 也存在一定关系，这两

个相互依赖的变化率称为相关变化率.  



例 36(2016-2)设已知动点 P 在曲线
3

y x 上运动，记坐标

原点与 P 间的距离为 l . 若点 P 横坐标时间的变化率为常数

0
v ，则当点 P 运动到点 (1,1)时，l 对时间的变化率是_______ .  

【详解】 设动点
3

( , )P x x ，则
2 2 2 6

l x y x x    ，  

5

02 6
( , ) (1,1) 1

2 6
2 2 .

2x y x

dl x x dx
v

dt dtx x 


 


 

且
0

dx
v

dt
 ,于是 


